Matematyczne powtorki



|. Liczby rzeczywiste

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu
to:

* Potegi i dziatania na potegach

* Pierwiastki i dziaftania na pierwiastkach
e Logarytmy

* Obliczenia procentowe

* Wartosc bezwzgledna



POTEGI

ab . {IC — ah+c (Ib: (1': — ab—c (ab)c — ab-c
b 3 -2 2
-» _ (1 -3 _ (1} _1 -2 _ (3} (3} -2
a = (a) np. 2 = (2) B (1 3) - (3) - (5) " 25
E n TTL 1 = E 3 2 2
an = a np. 4z = V4 =2 8:=3%8 =22=4
PIERWIASTKI

Va-Ye="Y%a¢ np. 32 -5 =310 V2-V/8=+16=14
Va:%c=Y¥azc np. V12 : Y4 =133 V20:5 =14 =2

Wylaczanie czynnika przed znak pierwiastka:

V54 =3v2-3 =36 54| 2 V54=332 542
273 27
stopien pierwiastkato 2 9|3 stopien pierwiastkato 3 9|3
wiec powtarzajace sig liczby 3 §> wiec powtarzajace liczby 313
laczymy w pary 1 taczymy w trojki 1

Usuwanie niewymiernosci z mianownika ntamka:

2 24/3 243 1 1 32  1(3-v2) _ 32 3-2
Vi V343 3 3+vZ 3442 32 32_3° 9-2 7
4 42 #2222 2 2 2H/3  22+43) 41243
E——— = — = — = — — — 12: :4+2'\"§

W2 3242 32 3 2—-v3 2-y3 2+3 22-\3 4-3



LOGARYTMY

log,b=c,takzea* = b np. log,8=3,b02° =8 log; 8—11 =—4,bo37% = 8—11
log,b + log,c = log,(b-c) np. log,8-log,2 = log,16 = 2

log,b — log,c =log, (b : c) np. log, 100 — log,25 = log,4 = 2

plog, b = log,b? np. 2log,8 = log,8? = log,64 =3

2logs10 — logs4 = logs100 — logs4 = log:25 = 2

OBLICZENIA PROCENTOWE
Tu zapamietajcie jedno punkt procentowy(p.p.) to co innego niz procent, np.

Poparcie dla partii A wzrosto z 40% do 45%. zatem poparcie wzroslo:
* 05 p.p. (czylito roznica miedzy wielkosciami ktore sa wyrazone w procentach)
e 0 12.5% ( zeby to obliczyé wykonujemy dzialanie % - 100% = 12,5% - w liczniku sa

punkty procentowe, a w mianowniku wartos¢ od ktérej mamy zmiane. tu wzrost
poparciajest od 40)

WARTOSC BEZWZGLEDNA

Pamietamy! Jeéli wyrazenie w wartosci bezwzglednej jest dodatnie to opuszczamy wartosé
bezwzgledna bez wprowadzania zmian. Je§li wyrazenie w module jest ujemne, opuszczajac
wartoéé bezwzgledng zmieniamy znaki na przeciwne.

3|=3 |-4|=4 00=0 B-a|=-3+1 |W5-3]=-v5+3 [|3-45|=3-45



Teraz czasna Ciebie! Zadania do samod=relnego rorwiazania:

1. Oblicz:
a) 24 c) 32 ¢) 275 g) 275 i)ols
B) 5° d) 1,57 £)2.51 h) G) : i) 6,25705
a4,
2. Korzvstajac zpraw dziatan na potegach zapisz w postaci potegi o podstawie a: - a_f‘
a=:@a =
3. Zapisz w postaci potegi liczhy 3-
—10 1 .
2)97:(3*V3 ) b) 271 - 81 ¢) (95)%-377
4. Zapisz w postaci potegi liczby 2:
—
=g ~ 557 By =[1 —==
a) V28 b) 8V4 c)vg2-y/ d) Ji 10,25
5. Oblicz:
a) 24/18-v32 b) 24/20 - 3427 ++/500 - /75 ) 224 - {192
6. Usun niewvymiernosc z mianownika:
5 3 142 2
) 75 b) i ) 37 Dz
7. Oblicz:
a) log;243 d)log 5V9 g)loga/3
b) logl000 e)log-25V5 h)log{10
¢) log.32 f)log ;8 ) 1ogﬁi
&  Oblicz stosujac prawa dzialan na logarvtmach:
a) logs 72 —logs2= d)log:12 — log:43y3=
-] 2
b) logla +1oga0 —log§= e) 3log,2 — élog‘,lﬁ =
¢) log2y/10 - log4 —log0.5 = f) 2log,6 —%log316=
9. Oblicz:
a) |—1§|= O — 3| = & VZ— V3| =
b) |2—+v10|= D NT-1]-]-3+7= H3-2v2-| 32 +1]=

10. Oblicz wartos¢ wyrazenia [x +4| - [x — 7| dlaxe 4. 7)

11. Stopa bezrobocia w pewnvm kraju na poczatku 2015 r. wynosita 15,1%, a na poczatku
nastepnego roku obnizvia sie do 9.2%.
a) O ile punktoéw procentowwch obnizylo sie bezrobocie?
b) Oile procent obnizvlo sie bezrobocie?

12. Wymaczliczbe x_ ktorej 2,5% jest rowne 40.

13. Butv, ktére kosztowaby 220zt przeceniono i sprzedano za 176zt O ile procent
obniZzono cene butow?



2. Wyrazenia algebraiczne

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

Zastosowanie wzorow skroconego
mnozenia

e (a+b)>=2a%+ 2ab + b?
» (a—b)?=a’—2ab + b’
e (a+b)(a—b)=a?-b?




e Kiedy stosujemy wzory skroconego mnozenia?

Zawsze wtedy, gdy wyrazenie w nawiasie jest zapisane za
pomoca wyrazdéw, ktore nie sa podobne, np.

(3-V2)2=32-232+(\2)2=9-6V2 +2=11- 6\2
(4 + 3x)? = 42+ 2:4-3x + (3x)? = 16 + 24x + 9x?

Pamietaj, jesli w nawiasie masz wyrazy podobne nie musisz
stosowac¢ powyzszych wzordw, np.

(3+6)2=92=811lub (2x + 5x)? = (7x)? = 49x?



- Wzory skrocone, a zadania na dowodzenie.

Wielu z Was niestety nawet nie probuje rozwigzywac tego typu zadan,

a szkoda, bo przeciez to 2 punkty!

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej X

1
4x+—-— =4
X

Widzac taka nierownos$¢ pierwsza nasza mysl to zadzialac tak, aby nie bylo ulamkow. Czy
mozemy pomnozy¢ nierdwnosé przez x? tak, poniewaz w tresci zadania bylo powiedziane, ze
X jest dodatni.

4x += =4 /- x

x
4x2 + 1= 4x <4— przenosimy wyrazy na jedng strone
4x? — 4x+1=0 <«— tumamy ,ukryty” wzor

2x—1)2 =0 4+— teraz wystarczy uzasadni¢ jednym zdaniem: kwadrat dowolne]
liczby rzeczywiste] jest nienjemny (czyli wigkszy lub rowny zeru).

Tym sposobem macie maksymalna liczbe punktéw za to zadanie.



o Usuwanie niewymiernosci z mianownika ulamka

* Mozna bez wzorow, np. i_ = 3_'”2_ - 3V
VI V2T 2
* 7uzyciem wzordw, np.
2 2 3442 2B+V2)  6+2V2 6+2V2 6422

3-V2 3-2 3+v2 (3-v2)3+4v2) 32_32° 9-2 7
—_ = e —
a-b a+b (a-b)(a+hb) al-Db?

3 3. 3-22 3(3-2V2) 9-6V2 9-6v2

= = = = =9-6v2
3+2V2 3+4+2V2 3-2v2 32-(2/2)2 9-8 1




Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Uprosc wyrazenie:

B (2x=yP-

b) (x2-5z)=

¢) (3x?+4x)(3xl-4x) =
d Qx-1PR-(x-2)=

2. Oblicz, korzystajac ze wzordow skroconego mnozenia:

a) (1+I0)= ¢) (10- 5yZ)* =
b) (3YZ + 1= d) (2vZ - HVZ +4) =

3. Rorioz dane wyraZente na czynniki (ezyli przedstaw w postact loczymnu)
g 25-10y+yl=

b) 100x-49=

c) l6x*-81=

dy (7+x)?2-25=

g 16—(xl-6fx+9)=

4. Wykaz, zev/9 + 214 =vZ +7

5. Uzasadnij, ze jezeli a jest liczba rzeczywistaroimaod zera ia +i =3, toa’ +$ =7
6. Wvkaz Zejeiella eRibER, tx

a) at+blz=2ab

b) a+bl+2z22a+h)

c) 4a®+5b!—8ab =0
Skroc wyrazenie:

Zxtex”
j 1-9x7

X% —Bx+16
b)) ———
2x-8

7. Usun niewymietnose Z mianownika utamba-

a3 25 _

2 T ) T4
12 41

o) VE—3E d) 2WEHs



3. Rownania i nierownosci

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

Rownania 1 nierdwnosci pierwszego stopnia z jedng
niewiadoma;

Rownania 1 nierownosci kwadratowe z jedna
niewiadoma;

Rownania typu x° = — 8;

Wiasnosci 1loczynu przy rozwigzywaniu rOwnan typu
X(x+1)(x—7)=0;

Proste rOwnania wymierne, prowadzace do rOwnan

lintowych lub kwadratowych, np.

—=2, —=2x
x+3 x



Proporcja

2;’:4 = x;rl Pamietajcie: lloczyn wyrazow skrajnych (czerwonych) jest
32x—4)=4(x+ 1) rowny iloczynowi wyrazow srodkowych (niebieskich)
Bx—-12=4x +4

Bx—4x =4 +12

2x =16

X=8

Nierownosci pierwszego stopnia

Gdzie tu jest putapka? Jesli mnozycie lub dzielicie nieréwnosé przez liczbe ujemna
musicie zmieni¢ zwrot nierdwnosci na przeciwny, np.

2Xx-6>5x+9
2Xx-5x>9+6
-3x>15/:(-3)
X<-5



Nierownosci kwadratowe

Z rownaniami nie macie problemow (taka mam nadzieje), a z nierownosciami jest
réznie.

Rozwigzujac nieréwnosci kwadratowe musimy: uporzadkowacd nieréwnoscé, obliczyé
delte i pierwiastki, naszkicowaé parabole, a na koniec opisac¢ przedziat spetiajacy
nasza nierownosc, np.

X+ 10 < 2x2

-2x2+x+10<0 m

A=12-4-(-2)10=1+ 80 = 81 W2 ﬁ\\\\
y, = 19 _

Odpowiedz: * € (—9; —2) U (2,5; =)




Proste rdwnania wielomianowe

2X(x+ 2)(x2=-9)=0 Co tutaj mamy? Pojawia sie wkasnosc iloczynu a- b =10,
ktéra méwi nam, ze iloczyn wyrazéw jest rowny zero, gdy ktorys z czynnikow jest
rowny zero. Zatem to co powinnismy zrobi¢, to przyrownaé do zera kazdy z
czynnikow (réwniez ten ktory nie jest w nawiasie).

2x=0lub x+2=0 lub x2-9=0

x=0lub x=-2 lub X=3lubx=-3 <—— réwnanie x¢ = 9 ma dwa
rozwigzania

Odpowiedz: Réwnanie ma 4 rozwigzania: 0,-2,-3, 3

Co zrobié¢ jesli nie mamy réwnania zapisanego w postaci iloczynowe)?

Trzeba do niej doprowadzi¢! Mamy nastepujace metody: wylaczenie wspolnego czynnika
przed nawias, wzory skroconego mnozenia, delta, grupowanie wyrazow.

Przedstawie te ostatnia poniewaz do$c czesto pojawia sie w proponowanych arkuszach
maturalnych

2x3+6x2—-4x-12 =0 < lgezymy sobie w grupy po 2 wyrazy.
z kazdej grupy wylaczamy wspolny czynnik

2x(x+3)-4(x+3)=0

1 znowu wspolny czynnik ponownie

'

wylaczamy przed nawias

A

(x+3)(2x2-4)=0
Xx+3=0lub2x2—-4=0

i juz mamy postac iloczynowa ©

x==-3 lub =xf=2

x=-3lubx=-42 lubx=+2



Rownania wymierne

Musimy pamieta¢ o dziedzinie takiego rownania! Rozwiazania, ktére otrzymamy
musza nalezeé¢ do dziedziny tego réwnania, np.

$=x—1 D:x#0

budujemy proporcje (mozna oczywiscie inaczej, np. pomnozy¢

4—x x—1
x 1

obustronnie przez x )

x(x—1)=1(4 —x)

x2—x=4—x

x2=4

x=-2lubx=2 sprawdzamy, czy nasze rozwigzania s3 zgodnie z zatozeniem,
czylirézne od zera, u nas sa (gdyby ktéres rozwigzanie wyszto
zero, nalezy je odrzucic)



Lista do samodzielnego rozwiazania

1. FozwiaZ réwnania i nierownosci:
) 2-@-xx+H=(x-101
)] E—fx =2x+3

3 iz 3

c) Sx—l—x:3{4x—2

) x+)=sx@x-3
2. Whykaz, Ze nierdwnosc:

232 2 |: _.‘.-E} +T) } R . - -
a) (xt’ —(x:"’ <z fx -+ 4x jest spelniona przez kazda liczbe rzeczywista x

B) 2(x—3)P -(x+37=(x-3(x+ 3+ 1581 —x) niema rozwiazania.
3. RozwiaZ rdwnania kwadratowe:

a) 0x?-100=5x? e) (x+3)-5(x+3)+4=0
b) (Bx-1)dx+3)=(Ex+3)2x-1) D G+ =0Cx+2y+10
) (2+5xP2=10x+x-4)x+5 & @3H-25=0

4. Rozwiaz nierdwnosci kwadratowe:

a) —x2-35x >0 d) 53— 10 < 2x2 g —(x-TPz2x+1
b) -2x2+16x-35<0 &) x?—4x <21 h) —7x?+2x+ 50
¢) —2x2-4x-820 f) 0 +6x+4<3  §2xI-2x-24<0
3 RJ:r_zwiqz rownania:

a) -da(x-3x-V2)x+4) =0 dyx*-2x2 —Ox +18=10

b) -+ =0 g2+ xl-8x—4=0

o) (H-8F+3=0 Dx'-6x =x-6

6. Rozwiazréwnania wymierne:

==l o ox-E

b) =5 §m=-1 ) =

7. Uzasadnij, Ze nie istnigja takie dwie liczby cathowite, ktorych suwma jest rowna 23, a
tloczyn jest wigkszy od 132,

8. Wymacz liczbe dwucyfrowa, wiedzac, ze jej cyfra jednosci jest o 5 wigksza od cyfry
driesiatel, a 1loczyn tej liczby przez sume jej cvit jest rowny 243.

0 W trojkacie rownoramiennym podstawa jest o 3cm krotsza od ramienia. Wiedzac, ze
wysokosc opuszezona na podstawe ma 12cm, oblicz pole tego trojlata

10. Liczbe 12 przedstaw w postaci sumy dwoch takich skiadnikdw, Ze suma ich
lowadratdw jest rdwna 74.

11. Suma pewnej liczby a 1jej odwrotnosci jest rowna Ei Wrymacz liczbe a.



4. Funkcje

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

obliczanie ze wzoru wartosc¢ funkcji dla danego argumentu
odczytywanie z wykresu wtasnosci funkgji

przeksztatcenia wykresu funkgji (przesuniecia rownolegte, symetrie wzgledem osi uktadu
wspotrzednych)

szkicowanie wykresow funkcji na podstawie wzoru
wyznaczanie wzoru funkgji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie
znaczenie wspotczynnikodw wystepujacych we wzorze funkgji liniowej

interpretacja wspotczynnikow wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej, ogolnej i iloczynowej (o ile istnieje);

wyznaczanie wartosci najmniejszej i wartosci najwiekszej funkcji kwadratowej w
przedziale domknietym;

wykresy funkcji wyktadniczych.

Podstawowe pojecia:

Argument funkcji — to inaczej x

Wartos¢ funkeji — to y / f(x)

Dziedzina — to zbior argumentdw, czyli zbidr x —ow

Miejsce zerowe — to x (jest to taki x dla ktorego y = 0), nalezy do dziedziny funkgji .



Przykiad 1.

Oblicz warto$é funkcji f(x) = 2x2 — 6 dla argumentu 243 czyli za x wstawiamy 2+/3
y=2(24/3)2 -6 oczywiscie obowiazuje kolejnosé wykonywania dziatan
 y=212-6=24-6=18

Zatem wartosé funkcji f dla argumentu 24/3 wynosi 18.

Przvkiad 2.

Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = % jest to pytanie: jakie liczby moge wstawi¢ za x?

Funkcja jest okreslona za pomoca ilorazu (dzielenia), a pamietamy, ze nie wolno nam dzieli¢
przez 0! Czyli to co mamy w mianowniku utamka musi byc rozne od zera.

D:2x+8#0 2X #-8 X F-4
D=R-{-4}

Przvkiad 3.

Oblicz miejsce zerowe funkcji f(x) = 24 - ;x szukamy x dla ktéregoy =0
24 -3x=0 24 =2 x x=24-2=8-4=132
4 4 3

Zatem miejsce zerowym jest liczha 32.



Przykiad 4.
Dla jakie] wartosci parametru p funkcja:

a)y=(p-7)x+5]jestrosnaca b)y= {%p + 1)x — 3 jest malejaca
funkcja bedzie rosnaca jeslia >0 funkcja bedzie malejaca jeslia <0
p-7=>0 §p+1{0

p=>7 %p < —1

p € (7, ) p<—2 p € (—,—2)
Przykiad 5.

Oblicz najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f(x) = - 2x% + 4x+1 w przedziale (0,3)
W pierwszym kroku musimy sprawdzi¢ czy wierzchotek paraboli nalezy na naszego
przedziatu.

—b —4 —4
P = T 22 &
f(1)=-22(12+41+1=-2+4+1=3
f(0)=-202+4-0+1=1
f(3)=-2:(3)2+43+1=-29+12+1=-18+12+1=-5
Odpowiedz: najmniejsza wartoscia jest — 5, a najwiekszg jest 3.

1 widzimy, ze 1 nalezy do przedziatu (0,3) zatem obliczamy

Uwaga: Jesli wierzchotek paraboli nie nalezy do przedziatu to obliczamy tylko
wartosci funkcji na koncach przedziatu.



Odczytywanie wiasnosci funkgji

Y &

' *
T F T e T

D=[-3; 9]




2) Zbior wartosci — zbior y

Y 4

ZW =[-2,3]

XxX=4ix=8



4) Wartosci dodatnie i wartosci uiemne
Y &
Wartosci dodanie, czyli interesuje nas fragment

wykresu ,,powyzej” osi x
f(x) >0dlax €[-3;4) U (8;9]

\
\
\
—= ) 3 = m
T
\

Wartosci ujemne, czyli fragment wykresu ,,ponizej”

e,
AERER -1_101 213 a\a/e g mX OsI X
| f(x) < 0 dla xe ( 4, 8)

[n]

5) Przedziaty monotonicznosci funkcji — czyli zbior argumentow (x), w ktorych funkcja
rosnie, maleje lub jest stafa.

Funkcja jest rosnaca (czerwony fragment)
w przedziafach : [- 3; |] oraz [6; 9]
Funkcja jest malejaca (niebieski fragment)

w przedziale: [|; 6]




Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Sprawdz, czy punkt A lezy na wykresie funkcji f, gdy:
a) fo =57 ia=(+32)

b) fx)=|V2—x|id=(2+1,-1)
¢) fG)=x7 1A= (~3,-8)
2. Oblicz wartosé funkcji f dla argumentu x,, gdy:

a) fx)= 2x2—3x+1 ixg=+3+1

b) f(x)= 22 ixg=0

¢) fC)= 7 ixg=4V3

3. Na podstawie wykresu funkcji f podaj:

a) dziedzine funkcji Dy

b) zbidér wartosci funkcji ZW

c) miejsce zerowe funkcji

d) zbidr wszystkich argumentow, dla ktérych
funkcja f przyjmuje wartosci ujemne

e) maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca

f) wartosé wyrazenia f(—4) - f(6) — f(-1)

5. Okresl, o ile jednostek | wzdtuz ktérej osi uktadu wspéirzednych nalezy

przesunacé wykres funkcji f, aby otrzymadé wykres funkceji g, gdy:
a) g(x)=f(x-2) ) o) =flx=1)+4  e)g(x)=1f(x)-2
b) g(x)=f(x+3) d)g(x)=f(x+2) -1 fla(x)=f(x+4) + 2




Funkcja liniowa

6. Napisz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkt A i tworzy z
osia x kat a:

a) A=(2,1), a=30° bYA=(-3,0), a=120°

7. Napisz wzoér funkeji liniowej, wiedza, ze:

a) Jejwykres jest nachylony do osi x pod katem 120° oraz jej miejscem zerowym
jest liczba 2v/3,

b) Rzedna punktu przeciecia jej wykresu z osig y jest rowna 4, a odcieta punktu
przeciecia z osia x jest réwna 2,

c) Jejwykres jest rownolegty do prostej o réwnaniu y = - 4x + 6 i przechodzi
przez punkt P=(- 1, 7)

d) Do jej wykresu naleza punkty A=(-5, +/5) i B=(-\/5, 5),

e) Jejwykres jest prostopadty do prostej o réwnaniu y = -2x — 1 i przechodzi
przez punkt P=(4, - 3)

8. Oblicz, dla jakich wartosci k funkcja liniowa f okreslona wzorem:

a) f(x)=(—2k+ 6)x— 4 jest malejaca,
2k+3

b) f(x)= (3 — T)x + 3 jest rosnaca,

Ik+2 . .
c) flx)= — ' x — 4 nie ma miejsca zerowego.

9. Oblicz wspéirzedne punktu przeciecia prostychy =-4x-3iy=2x+9.



Funkcja kwadratowa
10. Podaj wspdtrzedne wierzchotka paraboli okreslone] wzorem:

a) f(x)=—4x2+9 d) fx)=(x-3)(x+5)
b) f(x)=x%—-12x+36 e)flx)= —x2—x+2
c) fx)=2(x+4)?*+1 f)f(x) = x*+5x+6

11.Do wykresu funkcji kwadratowej f nalezy wierzchotek paraboli Wi punkt A.
Napisz wzor tej funkcji.

a) W=(-1,2)iA=(0,0) byW=(0,3)iA=(4,1) c)W=(2,00iA=(0,6)

12.0blicz, dla jakich wartosci parametru k funkcja kwadratowa f okreslona
wzorem:

a) f(x)=2x2-7x +k madwa miejsca zerowe,

b) f(x)=x2—kx+1 przyjmuje tylko wartosci dodatnie,

c) f(x)=x2-2kx—3 mawykres, ktérego 0$ symetrii ma rownanie x = 1

d) f(x) = kx? —36x — 7 mawierzchotek lezacy na prostej o réwnaniu x = 6.

13. Okresl zbior wartosci | przedziaty monotonicznosci funkcji okreslonej wzorem:

a)f(x)=-2x2+3

b) f(x)=4(x-2)2+3

c) f(x)=-x2+8x—-15

14.Oblicz najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji f w przedziale A:

a) f(x)= 22 -4x+3 A=(:;2)

b) fix)=-x2+3x-1 A=(-1;2)

c) fix)=-x2+6x+7 A=(—10;20)

d) filx)=x2-6x+5 A= (2;5)

15.Przy brzegu jeziora chcemy wyznaczyc¢ kapielisko w ksztalcie prostokata,
odgradzajac je sznurem z bojami. Sznur ktérym dysponujemy ma ditugosé
80m. Jakie wymiary powinno miec¢ to kapielisko, aby jego powierzchnia byta
mozliwie najwieksza?

16.Liczbe 20 roziéz na dwa sktadniki, ktérych suma kwadratow jest mozliwie
najmniejsza.



Funkcja wykfadnicza
17.Do wykresu funkcji wykfadniczej okreslonej wzorem y = a* nalezy punkt P.
Podaj wartos¢ a, gdy:

a) P=(1,5) b) P=(3, %) ¢)P=(-2,7) d)P=¢2)
18. Sprawdz, ktéry punkt nie nalezy do funkcji okreslonej wzoremy = 16~
A=(01) B= (-2,3) C=(,4) D =(2, 64)

19. Zaobserwowano, ze kolonia pewnej bakterii powieksza sie trzykrotnie w
czasie jednej doby. W momencie rozpoczecia obserwacji kolonia liczyta 1000
organizmow.

a) Napisz wzor okreslajacy wzrost kolonii bakterii.

b) Oblicz, ile bakterii bedzie liczyta kolonia po uplywie 6 godzin, a ile po uplywie
36 godzin.



5. Ciagi liczbowe

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

* wyznaczanie wyrazow ciagu okreslonego wzorem
ogolnym;

e sprawdzanie, czy dany ciag jest arytmetyczny lub
geometryczny;

° wyznaczanie roznicy ciagu arytmetycznego;

e wyznaczanie ilorazu ciagu geometrycznego;

 zaleznosc miedzy trzema kolejnymi wyrazami
ciagu;

 obliczanie sumy n poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego;

 obliczanie sumy n poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego.



Pierwsza rzecza, o ktdrej nalezy pamietac jest to, ze ciag jest funkcja okreslona na
zbiorze liczb naturalnych dodatnich. Co to oznacza? Argumenty, czyli n, to liczby
naturalne dodatnie. Za ,n" mozesz podstawic tylko liczby z tego zbioru. Mowimy, i
obliczamy piaty, szosty, dziesiaty itd. wyraz ciagu. Nikomu nie powinno przyjsc¢ do
gtowy obliczaé¢ wyraz: — 3, % itp.

Jesli ciag to funkcja, to réwniez mamy wzoér, np. a, = 3n — 20. Ponizej 2 przyktady
pytan do tego wzoru.

Przykitad 1.
Kiory wyraz ciagu a, jest rowny 77  Pytanie: ktéry wyraz, to pytanie o argument czylion

3n-20=7
3n =27
n=9 Zatem dziewiaty wyraz ciagu jestrowny 7 (ag = 7)

Przykfad 2.
lle wyrazow ciggu a, jest uiemnych?  Ujemne, czyli mniejsze od zera (a, < 0)
3n-20<0
3n<20
20

n<=
3

n< 6% WAZNE! To nie jest jeszcze odpowiedz, bo pamigtamy Ze nie ma takiego
wyrazu ciagu (TYLKO liczby naturalne), pytamy ile liczby naturalnych
dodatnich jest mniejszych od 6% ?

Odpowiedz: 6 wyrazow jest ujemnych (a4, a;, as, as, as, ag)



Przykiad 3. Trzy kolejne wyrazy ciagu
a) Dlajakich wartosci x liczby: 7, 2x — 4, x + 3, s3 trzema kolejnymi wyrazami
ciagu arytmetycznego?
Skojarzmy sobie ciag arytmetyczny —srednia arytmetyczna. Srodkowy wyraz to srednia
arytmetyczna wyrazow skrajnych (oczywiscie wzor jest w tablicach matematycznych)

T+x+3
2x—4=—"—"
2
4x-8=10+x
3x=18, czyli X=6 (sprawdzmy: 7, 8, 9 — pasuje @)

b) Dlajakich wartosci x liczby: X, x + 2, X + 6, sa trzema Kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego?
W tym przypadku albo zapamietajcie, albo skorzystajcie z tablic ze wzorami. Srodkowy
wyraz podniesiony do kwadratu, to iloczyn wyrazow skranych ( czyli to srednia
geometryczna, mniej znana)

(x+2) 2 =x-(x+6)
x*+4x+4=x"+6x
4 = 2x, czyl x=2 (sprawdzmy: 2, 4, 8 — i znowu dziata @)

Przykiad 4. Wyznaczanie réznicy i ilorazu
Przypomnijmy jak powstaje ciag H +H +H +H

S e's'e e e

qQ -9 -9
a) Oblicz réznice ciagu arytmetyczneqgo, jeslias=-12 1 a5 = 33.
aiz—as +15r W ciagu arytmetycznym wyrazy powstajg przez dodanie do
33=-12+16r wyrazu poprzedniego tej samej liczby 1, zatem trzeba sie
45=16r zastanowic jaka jest ,odleglos¢” miedzy trzecim i osiemnastym
r=3 wyrazem? Jestto 15

b) Oblicziloraz ciagu geometrycznego, jesliaz= 3 1a; = 96
ar=axq°
96=3 qg°
32=¢g°
q=2



Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Wypisz piec poczatkowych wyrazow ciagu (a,) okreslonego wzorem:

El]l' an = nZ — 3|’|, b} ap=2"+ %. C} a, = 2::+3l:n—1}nl
2. Podajdwa nastepne wyrazy podanego ciagu:
a) —3.6,-12,24, c)1,=,2,55, .
3 579
b) 1,5, d) 1,923,245, ...

3. Ciag(an)okreslony jest wzorem a, = n{3n + 1). Liczba 200 jest jednym z
wyrazow tego ciagu. Ktérym?
4 Sprawdz, czy w ciagu (a,) wystepuje wyraz x, jesli:

_Int+l _ 45
a}an_u+2 x_15
_ 3dn+l _ a5
b}an_fn—l 1_13

5. Sprawdz, czy istnieja takie wyrazy ciagu a, = 2n?- 9n + 11, ktdre sa réwne 77

6. Oblicz piaty wyraz ciagu (a,), ktdrego suma n poczatkowych wyrazow Sn
okreslona jest wzorem:

a) S,=n(2n+1) b}Sn:§n3[n+ 1) ) Sp=3(2"—1).

7. Okresl, ile wyrazow ujemnych ma ciag (an) okreslony wzorem:

a) an=n°—-9n+ 14 b)an=n?-5n-6 c)an=n°—2n-24
8. Okresl, ile wyrazow dodatnich ma ciag (a,) okreslony wzorem:

a) an=-n%+9n b)an=-2(n—4)(n—-8) c)ar=-(n+2F+10
9. Ciag (an) okreslony jest wzorema, =1 +%

a) Kitory wyraz ciagu jest rowny 27

b) Podajwszystkie wyrazy ciagu, ktore sa liczbami naturalnymi.

10.Uzasadnij, ze tylko dwa wyrazy ciagu okreslonego wzorem ap=n?— 110n +
1000 sa rowne 0.



Ciag arytmetyczny
11.Ciag (bn) jest ciagiem arytmetycznym. Napisz wzor na n-ty wyraz ciagu, gdy:

EI} |D1:2i\[:3 b}bzzw.."gibgzgm'"g C}bzz?ib5:1
12.Oblicz wyraz pierwszy a, 1 roznice [ ciagu arytmetycznego (an), gdy:
a) as=5lag=-1 b)ag; =38 1a35 =83 Claz+ag=8las+ar;=17

13.Ciag(an) jest arytmetyczny. Oblicz:
a) Liczbewyrazown,gdy S, =204, r=6,a, =49
b) Réznicer, gdy 5,=518 a; =50, n= 14,
C) Sumeas+ag+ ...+ ap gdya,=5n-3.
14 Wyznacz wzor ciagu arytmetycznego, jesl dane sa:
a) a;=9155=126
b) 57=421541=0
15.Oblicz x, gdy kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego (ap) sa liczby:

a) V2,x, V2 +4 b) =2, x — z,“f c)x, 2x+ 1,3

16. Oblicz podang sume: 19+21+23+. . +119.

17.Miedzy liczby 11 49 wstaw siedem takich liczb, by facznie z danymi byty
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego (an).

18.Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 7, a suma szostego 1 6smego
wyrazu wynosi 26. Oblicz pierwszy wyraz i roznice ciagu. Wyznacz wzor
ogdlny tego ciagu.

19.Pozyczke w kwocie 8700 zt nalezy sptacic w dwunastu ratach, z ktorych kazda
nastepna jest mniejsza od poprzedniejo 50 zt. Oblicz kwote pierwszej i
ostatniejraty.

20. Dhugosci bokow trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o réznicy 5.
Oblicz pole tego trojkata.

21.Rozwiaz rownanie, przyjmujac, Ze lewa jego strona jest suma kolejnych
wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego.

a) 6+10+14 + _+(4n+2)=20400, gdzien e N,

b) 7+12+  +(bn+2)=3n" -5 gdzien e N,

c) 2+5+8+ . +x=392

d x+1)+(xX+4)+xX+7)+ _  +(x+31)=275




Cigg geometryczny

22.0blicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego oraz iloraz q, gdy:

a) ap=4n-1 b)hp=2n—2n+2

23 Oblicziloraz g ciagu geometrycznego (an) | wyznacz wzor na n-fy wyraz tego
ciagu, gdy:

a) a;=2ias=-16 b)as=6ias=54 c)as=4ia; =82

24 Skiadniki sumy 2 + 2+/2+ 4 + .. + 16+/2 sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego. Oblicz te sume.

25 Miedzy liczby 256 1 6 wstaw cztery takie liczby, by tacznie z danymi byty
kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego (an).

26.5uma trzech poczatkowych wyrazdw pewnego ciagu geometrycznego jest
réwna trzykrotnosci pierwszego wyrazu. Jaki jest jego iloraz?

27 Liczby postaci: X — 3, 2x, 5% + 18 s3 odpowiednio siodmym, dsmym i
dziewiatymwyrazem ciagu geometrycznego (an).

a) Obliczx

b} Oblicziloraz q ciagu (a,) i podaj jego pierwszy wyraz a,.

28. Zatrzy ksiazki, ktorych ceny tworza ciag geometryczny, zaptacono 76 zi.

Majdrozsza z tych ksiazek kosztowata o 4zt mniej niz dwie pozostate razem.
lle kosztowata kazda ksiazka?

29. Objetosc prostopadtoscianu wynosi 64 cm?. Diugosci krawedzi wychodzacych
7 jednego wierzchotka tworza ciag geometryczny i suma ich wynosi 21 gm.
Wyznacz diugosci tych krawedzi.

30.Ztozono w banku kwote 5000zt Oprocentowanie wynosi 6% w skali roku, a
odsetki kapitalizowane sa co pdét roku. Oblicz jaka kwote otrzymamy po 4
latach.

31.Marek zaoszczedzone 2800 zt wptacit do banku na lokate pétroczng

oprocentowana 6,5% w skali roku. Za ile lat kwota na jego koncie przekroczy
4000 z?

32.5posrod podanych czterech liczb trzy pierwsze tworza ciag arytmetyczny, a
trzy ostatnie ciag geometryczny. Oblicz x iy, gdy:

ay 2,% 16,y b)x 4,8 vy c)3, 9 xv.

33.5uma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny wynosi 65. Jesli do
srodkowej liczby dodamy 10, to powstanie ciag arytmetyczny. Znajdz te liczby.

34 W miejsce gwiazdek wstaw liczby tak, aby trzy pienwsze liczby tworzyty ciag
arytmetyczny, a trzy ostatnie ciag geometryczny - 4 * * 18.



6. Trygonometria
Najwazniejsze zagadnienia i umiejetnosci z tego dziatu to:

e Znajomosc¢ definicji i umiejetnos¢ wyznaczania wartosci funkcji sinus, cosinus
i tangens katéw o miarach od 0° do 180°;

o Zaleznos¢ miedzy funkcjami trygonometrycznymij

* Umiejetnos¢ wyznaczania wartosci funkcji trygonometrycznych tego samego
kata na podstawie znajomosci wartosci jednej z funkgiji.

W tablicach macie wartosci funkcji trygonometrycznych katéw o mierze od 0° do 90°,
jesli otrzymacie kat powyzej 90° trzeba uzy¢ wzoréw redukcyjnych. Jak? Przykfady
ponize]

1) sin 120° = sin (180° - 60°) = sin60° ---- a to juz jest w tabelkach wartosci
Skad takie rozwigzanie? Musisz od 180° odjacé taka miare, aby otrzymana
réznica dawata kat, ktérego sinus masz obliczyé, potem z wiasnosci funkcji
trygonometrycznych, kiérych nie musisz znac, jest to rdwnowazne sinusowi
wiasnie tego kata ktory odjelismy od 180°.

WazZne znaki funkcji: sinus zawsze dodatni, cosinus i tangens powyzej 90°
ujemny!

2) cos 135% = cos(180° - 45°) = - cos 45°

3) tg150° =1tg(180° - 30°) = - tg 30°



Jak obliczy¢ wartos¢ jednej funkcji na podstawie wartosci drugiej? Tym razem podam
Wam dwa sposoby, wybierzcie ten, kidry Wam bardziej odpowiada ©

1° Wzory: 2° Definicje i tréjkat

sino

sin’d + cos?a = 1 oraztga =

CoOsa

Przykfad: Niech sina =§ I kat a jest katem ostrym. Oblicz cosa i tga

1° sina + cos?a = 1 2° sing =2
2 2 wereeree by
(E) + cos?a =1 S
2 L cosla=1 jo 2 z tw. Pitagorasa
25 21_ 25 a 22 4 y2 = |2
cos’a = = | pierwiastkujemy X 4 +x2=25
. VZ1 . XE = 21

cc:rsa:.— 3 / tylko dodatnie X =21
rozwigzanie bo kat ostry
. _sine 2 Y21 2 5 2 V21

9= osa 5 5 5 V21 21 cosa = —g—

o 2v21 e 2 2421
21 =21 21




1.

]

Lista do samodzielnego rozwiazania

W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma diugosc 40, a jeden z katow
ostrych a = 60°. Wyznacz diugosci pozostatych bokdw trojkata.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a, na ktérego koncowym
ramieniu lezy punkt P:

a) P=(2,5) b)P=(-3, 4)

. Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia:

a) tg45°— 2tg?45°+ 2sin30° + 3tg60°

cos60” 1
1+sin60°  tg30°
45in60 "—6tg60°

d) sin60° + sin120°

) Zrariooctas e) sin®30° + cos?150°
4. Oblicz, nie korzystajac z tablic ani z kalkulatora, wartos¢ wyrazenia:
cos39° sin11®  cos523°
a) sin51" )cos?g" sin67 "
cos20” ° 1—(cos®10 +cos2807)
b) cos70"° tg20 d) tglaz®
5. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a, gdy:
. 1 3 3
a) sina =3 b) cosa = g c)fga=2 d)cosa = =
6. W trdjkacie prostokatnym suma sinusdw katow ostrych jest rowna S; oblicz

iloczyn cosinusow tych katow.
Oblicz wartosc wyrazenia sina-cosa, gdy sina + cosa=- i 0° < a < 90°.

=]

[

V3
2
Wyznacz miare kata ostrego miedzy przekatnymi prostokata o bokach 26
i 342.

Oblicz warto$¢ wyrazenia sina + cosa, gdy sing - cosg=— 1 0° < a < 90"

10. Pole trojkata ABC jest rowne 14 cm?2. Oblicz miare kata ostrego BCA, gdy

IAC|=8i|BC|=7

11. Dany jest prostokat, w ktérym przekatna jest o 1 diuzsza od krotszego boku.

Przekatna ta tworzy z dtuzszym bokiem prostokata kat o taki, ze sina = ‘—;
Wyznacz dtugosc krétszego boku prostokata.

12. W tréjkacie ABC dane s3: |<CAB| = 30°, [24BC| = 120°, |AB| = 12. Wyznacz

diugosc wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C.



7. Planimetria

Najwazniejsze zagadnienia i umiejetnosci z tego dziatu to:

» Katy w kole, rodzaje i wtasnosci;

*  Witasnosci stycznej do okregu i whasnosci okregow stycznych;
* Trojkaty podobne;

* Korzystanie z wiasnosci funkcji trygonometrycznych w tatwych obliczeniach
geometrycznych; w tym ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch bokach

i kacie miedzy nimi.

Jesli chodzi o teorie to macie ja w karcie wzordw — korzystajcie z niej!

To co moge doradzi¢: robimy rysunki pomocnicze, zapisujemy zwiazki miedzy danymi
i korzystamy z twierdzen, wzorow .

Pamietajcie:
Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie
AB:I'1+I'2 AB=r1—r2
Podobienstwo tréjkatow 1) Jak obliczy¢ skale podobienstwa?
a’ b’ c’
k=— lub k=— lub k= —
e b a b c

2) Cojeili podali nam obwody?
k= ob’
~ 0b

3) A jeéli mamy pola trojkatéow podobnych?

a' |



Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Oblicz mizry katdw wojkata ABC oraz miary dwoch katow (£C 1 200 trojkata ACD, wykorzvstojac
dzne na rysunku ponizs) oraz wisdzae, ze prosta AD jest stycama do okregu w punkeis 4, zas punkt O
jest srodkiem okregu.

2. Sprawdsz, czy pedobne s3 trojkaty, ktorych boki maja edpowiednie dgescr:
a) 912,15 1 15,20, 25 c)4,3,2110,7%,3
B) 246, 32,243 142,43, 2 Bv3,45,47 1 3,3,7

3. Trojkat prostokamy ABC o przyprostokamyeh 3 em 1 4 em jest pedobny do wojkata AB'CY, ktorego
obwod wynosi 36 g Oblicz dlugesc bokow trojlatz A'BIC .

4. Wirojkacie ABC wysckosc CD jest réwna 10. Odemek EF dlugesci 6 jest rownoelegly do bolu AB
dhigosc 3.

z) Wjzkis) odleglosal x od podstzwy AB lefy odeinsk EF?
b} Oblicz stosunek pola trapezu ABEF do pola trojkata ABC.

3. Wtrzpezie prostokzmym ABCD przekama AC d=zieli go na dwa trojkaty prostokame ADC 1 ACE.
Wisdzac, z= |AD|= 121 DC|= 16 oblicz skale podobisistwa trojkatow ADC1 ACB oraz pols
trapezu ABCD.

6. Oblicz pele trojkata wisdzac, 2= dwa jege boki majz dlugest 1dem i 3om 2 kat zzwarty misdzy tymi

bokami ma miare 60°.

Pole trapezu rownoramisnnego jest rowne 30+ 3em”. Ramie dhugosci 6+/3cm tworzy z dhuzszs

podstzwakat o mierze 30°. Oblicz obwod trapemn 1 dlugosc przekame.

3. Bokrombuma dhugesc 4em, zjeden z jego katow ma mizre §0°. Oblicz pole rombu 1 dugoesa jege
przekamych.

9. Boklirdowneleglobokn majz dugoesa 3em 1 15om, 2 kat ostry ma miare o Oblicz pole
rownoleglobolm, jezeli gos = 2.

10. W rowneleglobolu ABCD wysokosc h, =2em 1h, = 4om. Obwod rownolsglobokn wynosi 48cm,

oblicz dhugesci jego bokow.

. Bokitrojkats ABC majz dlugesc: [ABFE10cm, BCFACEL mm. Oblicz:

z) Poletego trojlkats.
b) Dhigosc promienia ckregu opisanegoe na tym trojkacie,
¢) Dhigoscpromisnia ckregu wpisansge w ten trojkat.

12. Dhugosci bokdw trojkata wynoszz 3, 317, 2 diugosc promisnia okregu wpisanego jest rowna 3.
Oblicz dlugesc promismz ckregu opisanego na tym trojkacie.

13. Wtrojkacie prostokamym stosunek przyprostokamych wynesi 34, a dupesc przeciwprostokame
15em. Oblicz pele trojkata oraz promisnie okregow: wpisanege i opisansgoe na tym trojkacie.

14. Eat rozwarty rownoelegloboku wynoesi 130°. Wiedzac, Zze stosunek dhugosci jego bokow wynesi2:3,
aobwod jest rowny 40cm, oblicz pole tego rowneleglobolu.

13. Wirojkacie prostoksmym wysokesc poprowadzona z kata prostego podzielila presciwprostokama na
odemki dlugesci 21 8. Oblicz pole tego trojkata orzz promien okregu wpisansgoe w ten trojkat.

16. Oblicz pole kowadratu, ktorege przekzma jest o 2em dhuzsza od beku.

17. Eat rozwarty réwnolegloboku o bokach dhugosci 61 7 wynesi 130°. Oblicz pole tego
rownelegloboku.

13. Roimica dugosc przekamych rombu wynosi 2em. Wisdzae, ze obwod rombu ma dhugose 116cm
oblicz dgosel przekamyeh.

1

=



8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

e wyznaczanie rOwnania prostej przechodzacej przez dwa dane
punkty (w postaci kierunkowej lub ogdlnej);

» roéwnoleglos¢ i1 prostopadtos¢ prostych na podstawie ich rownan
Kierunkowych;

e wyznaczanie rOwnania prostej, ktora jest rownolegta lub
prostopadia do prostej danej w postaci kierunkowej 1 przechodzi
przez dany punkt;

» obliczanie wspotrzedne punktu przeciecia dwoch prostych;
» obliczanie wspotrzednych srodka odcinka;
» obliczanie odlegtosci dwoch punktow;

» obrazy niektorych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka,
okregu, trojkata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu
wspotrzednych 1 symetrii sSrodkowej wzgledem poczatku uktadu.



W tym dziale niemalze wszystkie wzory macie w tablicach, wigc tym razem krotko
wyrozni¢ najwazniejsze informacje.

Rownoleglos$é 1 prostopadiosé prostych - zawsze na maturze

Dwie proste sg rownolegte, gdy a; = a,. Co to dla nas oznacza? Wspotczynnik(liczba) zmiennej x
jednej prostej jest taki sam jak drugiej prostej, np.

a) y=2x+7 1 y=2x-4
b) y=—x+1 i y=—2x+4
5 5
Dwie proste sa prostopadte, gdy a;-a; =- 1 (inacze] a; = — ai ). Ja thumacze ze ten
2

wspolczynnik musi by¢ liczba odwrotna 1 przeciwnego znaku, np.

a) y=2x+4 1 y=— %x +1 (2= %@% 1 oczywiscie ,,— bo przeciwny znak)

3 . 1 3 4 1
b) y=—x+1 i y=13x+2 (1@52153

Prosta przechodzaca przez dwa punkty — wzor w tablicach, cho¢ ,,wedlug mmie” latwiej w ten

sposaéb:

Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A=(2, 5)1 B=(- 4. -1)
Prosta— wzor ogodlny to y = ax + b,
punkty maja wspoélrzedne (x, v) wiec nasz cel to obliczyéaib

— — : : :
{ b=2a+b Punkt A=(2, 5) czyli x =2, y = 5 1 podstawiamy do wzoru

—1=—4a+b
{5 =2a+b
1=4a—-b
6= 6a
a=1 teraz podstawiamy do jednego rownania (wybor Wasz) 5 =21 +b, zatem b =3

Odpowiedz: y = x + 3 (nie piszemy przeciez 1x)



Punkt przecigcia dwoch prostych - nawet gdybyscie mieli obliczy¢
punkt przeciecia prostej 1 krzywej (np. prostej i paraboli) sposob
dzialania jest taki sam ©

Wynikiem przeciecia dwoch prostych jest punkt, ktory ma
wspotrzedne (x, y). Spelniajg one oba rOwnania, zatem trzeba je do
siebie przyrownac 1 juz.

Przyktad: Oblicz wspotrzedne punktu przeciecia prostychy = 3x — 7
ly=2x+1

Rozwigzanie: X—7T=2x+1
X—=2x=1+7
X=38 poniewaz punkt

nalezy do obu prostych podstawiamy wyliczony x do
ktoregokolwiek rownania (ja podstawiam do pierwszego)

y=38-7=24-7=17
Zatem punkt przeciecia tych prostych ma wspotrzedne (8, 17)



2)
b)
13

a)
b)
c)

14.

a)
b)

15,

a)
b)
¢}

Lista do samodzielnego rozwiazania

- - - - P - - - - 2 1
. Rownanie prostej 3x — 2y + 4 = 0 zapisz w postaci kienmkowej, a rownanie prostej y = ~x — =

zapisz w postaci ogolnej o wspolezynnikach catkowitych.
Napisz rownanie prostej przechodzace] przez punkty A 1B, gdy:

A=(14 B=(4,2) DA=(-6.2)B=(4.-3)

Olres] wzajemne poloZenie prostych o rownaniach:

y+3x=2 i Sx=2-v b)2x+y+3=0 i y=-2x+4
. Wyznacz rownanie prostej rownolegtej 1 prostopadtej do prostej k 1 przechodzacej przez punkt P,

jezeli:

krv=3x-3P=(2,4) Bk 2x+3v+7=0,P=(2.4)

Oblicz wartosc m, wiedzac Ze proste k11 sa rownolegte

kv=(m+4x-1, Ly=-mx=+2 Dikyv=0mx+1, Ly=mix-3

Oblicz wartosé m, wiedzac Ze proste k11 sa prostopadie

sy =(m = T~ cy=—t - =(m— Vix + v = (e Ty =
kv=(m+1x+3, Ly p— 1 Dky=m-3x+1, Lyv=(m+Ix+2

Wymacz diugosc 1 srodek u:r-du:inka o koncach A=(3, -3), B=(-1, 3)
Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB. gdzie
A=(-3,-3) B=(-1,1) ) A=(3.2) B=(21.-10)

. Koncem odeinka AB jest punkt A= {—. 3}_ Symetralna odecinka AB przecina ten odcinek w punkcie

3

C=(-3,6). Oblicz wspolrzedne punktu B.

. Napisz rownanie symetralnej odeinka, ktorego koncami sa punkty przecigcia prostej o réwnaniu

X+ 2y + 4 =0z osiami uktadu wspotrzadnych.

. Oblicz wspotrzedne punkiu P° symetryeznego do punktu P=(3, 2) wzgledem prostej o réwnanin

y=05x+2

Punkty A=(1,2),B=(-1,-1), C= (3, 2) sa wierzcholltami trojkata. Napisz rownanie prostej

zawierajacej:
wysokosc tego trojkata poprowadzona z wierzchotka A
srodkowa poprowadzona z wierzchotia C.

- Punkty A=(-4, -4) 1 B=(8, 2) sa sasiednimi wierzchofkami prostokata ABCD, ktorego srodkiem

symetril jest punkt S=(1, 1.

Znajdz rownanie prostej zawierajacej przekama AC

Wymacz wspotrzedne wierzchotkow C1D

Oblicz pole 1 obwod prostokata ABCD.

Punkty A={-3, -1)1C=(1, 11} sa przeciwleghymi wierzchotkami kewadratu ABCD.
Oblicz pole tego kwadram

Wymacz rownanie prostej zawierajacej przekama BD

Wymacz wspolrzedne wierzchollcow trojkata A'B°C, ktory jest obrazem trojkata ABC, gdzie
A=(-51,B=(1.3).C=(-35)

W symetrii osiowej wzgledem osi x,

W symetrii osiowe] wzgledem osi v,

W symetrii srodkowej wzgledem poczathku uktadu wspdtrzednyeh.



9. Stereometria

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

katy miedzy odcinkami w graniastostupach i
ostrostupach (np. krawedziami, krawedziami i
przekatnymi, itp.), obliczanie miary tych katow;

kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami w
graniastostupach i ostrostupach (miedzy krawedziami i
scianami, przekatnymi i scianami), obliczanie miary
tych katow;

rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach
katow miedzy scianami;

okreslanie, jaka figura jest przekroj prostopadtoscianu
dang ptaszczyzna;

zastosowanie trygonometrii do obliczen dtugosci
odcinkow, miar katow, pol powierzchni i objetosci.



Najwazniejsze katy

Kat nachylenia krawedzi bocznej Kat nachylenia $ciany bocznej ostroshupa
ostroslupa do plaszczyzny podstawy do plaszczyvzny podstawy

Q

Kat nachylenia Kat miedzy Kat nachylenia przekatnej graniastoshupa
krawedzi bocznej dwiema sasiednimi  do plaszczyzny podstawy
ostroslupa do $cianami bocznymi

krawedzi podstawy

Dla 0s6b, ktére nie lubig korzystaé z trygonometrii, szybkie przypomnienie zaleznosci miedzy
dlugos$ciami bokow w tréjkatach o katach:
30°, 60° 90° 45°,45° 90°




Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Krawedze prostopadioscianu maja dlugosci: 5cm, 12cm i 13cm. Oblicz miare kata
miedzv przekatna prostopadioscianu a najdiuzsza jego krawedzia.

Pole podstawy graniastoshipa prawidlowego czworokatnego jest réwne 36m?. Kat

miedzv przekatna scianv bocznej a krawedzia podstawy ma miare 60°. Oblicz pole
powierzchni calkcowite] 1 objetosc graniastoshupa.

3. Oblicz objetosc ostrostupa prawidlowego, uwzgledniajac dane przedstawione na

rvsunku.

ted

4 Podstawa ostroshipa jest romb o polu 144 em*, w ktorvm stosunek dlugosci
przekatnvch jest rownv 2:1. Jedna z krawedz bocznvch ostroslupa poprowadzona z
wierzcholka kata ostrego rombu jest prostopadia do plaszczvany podstawy.
Najdzsza z krawedzi bocmych jest nachvlona do plaszezymmy podstawy pod katem
miary 30°. Oblicz:

a) Diugosci wszvstlich krawedzi ostroshipa,

b) objetosc 'V ostroshupa.

3. Podstawa ostroshupa ABCS jest trojkat réwnoboczny ABC o boku dlugosci 8. Punkt D
jest srodkiem krawedzi AC, odcinek DS. jest wvsokoscia ostroshupa. Krawedz ASi
CS maja dlugosc 7. Oblicz:

a) Dhgosckrawedz BS tego ostroshupa,

b) Miare kata nachvlenia najduzszej] krawedz bocme] do plaszczveny podstawy.

6. Na rvsunku kolorem wvrdéniono przekrd) szesciamu Uswzgledni) przedstawione dane, nazwi
wielokat, ktory jest przelrojem i podaj jego wvmiary. Oblicz pole{P tego przekroju

G BRSO 1 -

C c) /
B
g Ay . ’

c | D | _
s -Il' LF.
4 5 B ' T




|0. Elementy statystyki opisowej.Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Najwazniejsze zagadnienia z tego dziatu to:

o Srednia wazona, $rednia arytmetyczna, mediana,
dominanta i odchylenie standardowe zestawu
danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych), interpretuje te parametry dla
danych empirycznych;

e zliczanie obiektow w prostych sytuacjach
kombmatorycznych niewymagajacych uzycia
wzorow kombinatorycznych, stosowanie reguty
mnozenia 1 reguty dodawania;

* obliczanie prawdopodobienstwa w prostych
sytuacjach, stosujgc klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.



Wyjasnijmy najpierw pojecia:
Mediana — to warto$¢ srodkowa w uporzagdkowanym zestawie danych.

1° jesli mamy nieparzysta liczbe danych, to nie ma problemu bo istnieje
srodkowa dana, np. gdy w zestawie(juz uporzagdkowanym) jest 27 liczb, to
mediang jest 14 liczba (wzor: (27+1):2)

2° jesli mamy parzysta liczbe danych, to median¢ bedziemy wylicza¢ ze sredniej
arytmetycznej dwoch srodkowych, np. w zestawie 28 liczb wezmiemy dang
14 1 15 1 z nich obliczymy $rednig arytmetyczng)

Dominanta (moda) - czyli wartos¢ ktora pojawia si¢ najezesciej. W jednym
zestawie moze by¢ jedna wartos¢ dominujaca, kilka lub nie by¢ jej wceale, np.

Zestaw I: 1,2,3,3,4,5,6,6,7,8 m,=3im,=6
Zestaw II: 1,2, 3,4,5,6 brak dominanty
Regula mnozenia

Dotyczy zadan kombinatorycznych i stuzy do zliczania mozliwych wynikow
do$wiadczenia losowego. Reguta ta méwi, ze wyniki na kolejnych etapach
doswiadczenia nalezy przez siebie pomnozy¢, np.

Ile jest wynikow przy 3-krotnym rzucie symetryczng monetg?

Odpowiedz: 8 1 rzut — 2 mozliwosci (orzet lub reszka),
2 rzut — 2 mozliwosci,

3 rzut — 2 mozliwosci, zatem mamy 2-2-2 = 8



Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Oblicz srednia arvtmetycmma zestawu podanych danych:

a) 1.3.5.0.2.1.3, c)3.4.5,. 2. 3,9, 2 3,
b) d)

Wartosc L S L Wartos¢ |1 [2 3 = 5 6
Liczebnose 4 [ [ [ Czestosc [0 |0.09 041 035 (0,10 [0.05

2. Srednia arvtmetvezna liczb: 11,12,8. 11, x, 3.4.6, &, 8 jest rowna 8.5. Oblicz x,
anastepnie mediana m, tego zestawu liczb.

3. Badajac czas dziatania pewnego urzadzenia dokonano dziesieciu pomiarow
iotrzymano wyniki (w minutach): 130,130, 130, 130, 132, 132, 133, 134, 134,135

a) Wvzmacz mediane m, tego zbioru wynikow b) Oblicz srednia x wvnikow.

4. W pieciu romych ksiegarniach ceny tej samej ksiazki byly nastepujace: 21,50 2%, 20 2t
21z 22 21 22 40 2L

a) Podaj mediane m, cen.

b) Oblicz srednia aryvtmetvezna cenv ksiazki.

c) Oblicz odchyvlenie standardowe od srednie] arvtmetvcznej, wyvnik podaj w zackragleniu
do lgr.

5. W karcie dan restauracji widnieje 5 zup, 8 drugich dani 4 deserv. Ile jest mozliwvch:

a) pelnvch zestawdw obiadowwch: zupa, drugie daniei deser,

b) zestawow tylko drugie daniei deser?

6. Czterokrotnie losujemy z pudetka kartld oznaczone cvframi. Po losowaniu jedne) kartki

z cvira zapisujemy te cvire, a kartke odkladamy do tego samego pudelka i losujemy

ponownie. Losujac wtaki sposob otrzvmamy pewna liczbe czterocvfrowa. Oblicz, ile mozna

otrzvmac roznych liczb czterocvfrowwch, jezeli na kartkach w pudelku zapisano cyfry:

a)l.3.5. 7. b)0.1.2.3 c)0,1,2.5.7.

7. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnvch dwucvirowych takich, ze w ich zapisie
dziesiatkowym:

a) wystepuja tvlko cvirv nieparzvste lub tyvlko cviry parzvste,

b) wystepuje jedna cyfra nieparzysta i jedna cyfra parzysta



8. Oblicz, ile jest wszystlrich liczb naturalnych trzyeyfrowych taktich, ze wich zapisie
dziesietnym:

a) wystepuje jedna cyfra nieparzvsta 1 dwie cviry parzvste,

b)) wystepuje jedna cvfra parzysta 1 dwie cyfrv nieparzyste.

0, Fzucamy trzy razy svmetryczna moneta. Sporzadz drzewo tego doswiadczenia losowego
1 oblicz prawdopodobienstwo:

a) Zdarzenia A, Ze otrzymamy dwa razy orla,

b) Zdarzenia B, ze otrzymamy trzy razy oria lub trzy razy reszice,

¢) zdarzenia C, ze otrzyvmamy co najmniej dwa razy reszks,

10. Frucamy dwa razy szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobisnstwo:

a) zdarzenia A, Ze otrzymamy sume oczek nie mniejsza od dziewieciu,

b) zdarzenia B, Ze otrzymamy pigc oczek co najmniej na jednej kostes,

11. Wiklasie jest 16 dziewczat 1 14 chlopcdw. Dwie losowo wybrane osoby beda

reprezentowaty klase jako kibice rozgrywek szkolnych w siatkdwee. Sporzadz drzewo tego

doswiadezenia losowego 1 oblicz prawdopodobienstwo:

a) zdarzenial Ze kibicami beda dwie dziewczyny,

b) zdarzenial, Ze kibicami bedzie jedna dziewczyma ijeden chiopiec.

12. Spoérdd jedenastu kobiet 1 dziewieciu mezezyzn losowo wybrano trzyosobowa

delegacje. Sporzadz drzewo tego doswiadczenia losowego 1 oblicz prawdopodobisnstwo:

a) =zdarzenia A, ze w skiad delegacji wejdzie co najmniej jeden mezezvana,

b) zdarzenia B, ze w skiad delegacji wejdzie co najmniej dwich mezezym.

13. Zpojemnika w ktdrym jest piec losdw: dwa wygrywajace 1 trzy puste, losujemy dwa

razy po jednyvm losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze otrzymamy co najmnisj

jeden los wygrywajacy. Wynik przedstaw w postaci utamla nieskracalnego.

14. Drewniany szescian, ktorego wszystkie sclany sa pomalowans na zielono, zostat po.

dzielony na 64 przystajace male szesciany. Wszystkie te szesciany dokladnie przemieszano

anastepnie losowo wybrano jeden. Oblicz prawdopodobiefstwo:

a) zdarzenia 4, Ze wybrany szescian ma jedna sciane zielona,

b) =zdarzenia B, Ze wybrany szescian ma co najmniej jedna sciane zielona

15, Wrnie jest 12kl zielonych. Ile kol czerwonych trzeba dorzucié, by prawdopodobienstwo

wylosowania kuli czerwonej bylo rowne 0,47



| |. Zadania optymalizacyjne

Sg to zadania umieszczone w kontekscie realistycznym, ktore maja
na celu wyznaczenie wartosci danych tak, aby oczekiwana wielkos$¢
byta najwigksza lub najmniejsza.

Zadanie te na poziomie podstawowym omawiane sg przy funkcji
kwadratowej, gdyz dla niej wiemy, ze osigga ona wartos¢ najwieksza,
gdy ramiona parabola ma skierowane w doél, a naymniejsza, gdy jej
ramiona biegng do gory.



Przyktad:

Suma dlugosci boku trojkata 1 wysokosci opuszczonej na ten bok wynosi
10 cm. Jaka dlugos¢ powinien mie¢ bok, a jaka wysokos¢, aby pole byto najwigksze?
Oblicz maksymalne pole tego trojkata?

Dane:
h
a
a+h=10 Mamy dwie dane, a tylko jeden zwigzek miedzy tymi danymi zatem
wyznaczmy zalezno$¢ miedzy nimi
a=10-h Tuta) trzeba pamieta¢ o DZIEDZINIE! Dlaczego? a — to dlugosé boku

wiec nie moze by¢ ujemna (podobnie jak h)
h € (0,10)

Pamietajmy co jest naszym celem. Chcemy, aby pole tego trojkata bylo jak najwieksze.

Py=:ah= (10 — Hh = - (10h — h? =5h— -}’

e,

Otrzymalismy funkcje zmiennej h, ktéra opisuje nam pole tego tréjkata
1
P(h) = — Ehz +5h

Jest to funkcja kwadratowa, ktora ma ramiona skierowane w dél, zatem osigga ona najwickszg
wartosé w wierzchotku, obliczmy go:

Xy = — o zwro€ uwage, ze nasza funkcja jest zmiennej /4, a nie x, czyli
—5 —5
h = - = — = 5.
1 -1
2-(—%)

Zatem nasze pole bedzie najwieksze jeslih=51a=5(boa=10-h).
Bedzie ono wynosito P = 12,5



Lista do samodzielnego rozwiazania

1. Mamy 240m biezgcej siatki ogrodzeniowej. Chcemy ogrodzié¢ prostokatny ogrédek o jak najwiekszej
powierzchni. Jakie wymiary ma ogrodek? Oblicz maksymalne pole tego ogrodka?

Przy brzegu jeziora chcemy wyznaczy¢ kapielisko w ksztalcie prostokata, odgradzajac je sznurem z
bojami. Sznur ktorym dysponujemy ma dhugos$é 80m. Jakie wymiary powinno mieé to kapielisko,
aby jego powierzchnia byla mozliwie najwieksza?

38

rogu domu, w sposdb przedstawiony na ponizszym rysunku.
(15-x)m

(15-x}m

budynek

Jakie moze by¢ najwieksze pole ogrodzonego w ten sposob terenu?
4. Liczbe 20 rozléz na dwa skladniki, ktérych suma kwadratéw jest mozliwie najmniejsza.

5. Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadloscianu o podstawie kwadratowej jest rowna 64.
Oblicz, przy jakiej wysokosci tego prostopadios$cianu jego pole powierzchni calkowitej bedzie
najwieksze.

6. Drut dlugosci 20cm przecietona dwie czesci. Z jednej czesci zrobiono ramke kwadratows o boku
dlugoscix cm, a z drugiej ramke prostokatna, ktore) dhuzszy bok ma dlugosé 3em. Jaka jest
najmniejsza wartos$¢ sumy pol figur ograniczonych przez te ramki?



i to juz koniec ©

Beata Paczkowska
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